第九章  多元线性回归与多项式回归

直线回归研究的是一个依变量与一个自变量之间的回归问题，但是，在畜禽、水产科学领域的许多实际问题中，影响依变量的自变量往往不止一个，而是多个，比如绵羊的产毛量这一变量同时受到绵羊体重、胸围、体长等多个变量的影响，因此需要进行一个依变量与多个自变量间的回归分析，即多元回归分析（multiple regression analysis），而其中最为简单、常用并且具有基础性质的是多元线性回归分析（multiple linear regression analysis），许多非线性回归（non-linear regression）和多项式回归（polynomial regression）都可以化为多元线性回归来解决，因而多元线性回归分析有着广泛的应用。研究多元线性回归分析的思想、方法和原理与直线回归分析基本相同，但是其中要涉及到一些新的概念以及进行更细致的分析，特别是在计算上要比直线回归分析复杂得多，当自变量较多时，需要应用电子计算机进行计算。

第一节    多元线性回归分析

多元线性回归分析的基本任务包括：根据依变量与多个自变量的实际观测值建立依变量对多个自变量的多元线性回归方程；检验、分析各个自变量对依自变量的综合线性影响的显著性；检验、分析各个自变量对依变量的单纯线性影响的显著性，选择仅对依变量有显著线性影响的自变量，建立最优多元线性回归方程；评定各个自变量对依变量影响的相对重要性以及测定最优多元线性回归方程的偏离度等。

1、 多元线性回归方程的建立

   （一）多元线性回归的数学模型  设依变量
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假定依变量y与自变量x1、x2、…、xm间存在线性关系，其数学模型为：
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（j=1,2,…,n）

式中，x1、x2、…、xm为可以观测的一般变量（或为可以观测的随机变量）；y为可以观测的随机变量，随x1、x2、…、xm而变，受试验误差影响；
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（二）建立线性回归方程  设
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元线性回归方程为：
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其中的
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[image: image43.wmf]y

ˆ

的偏差平方和最小。

令
[image: image44.wmf]å

=

-

=

n

j

j

j

y

y

Q

1

2

)

ˆ

(

    

    
[image: image45.wmf]å

=

-

-

-

-

-

=

n

j

mj

m

j

j

j

x

b

x

b

x

b

b

y

1

2

2

2

1

1

0

)

(

L



[image: image46.wmf]Q

为关于
[image: image47.wmf]0

b

、
[image: image48.wmf]1

b

、
[image: image49.wmf]2

b

、…、
[image: image50.wmf]m

b

的
[image: image51.wmf]m

+1元函数。

根据微分学中多元函数求极值的方法，若使
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经整理得：
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由方程组（9-2）中的第一个方程可得
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即       
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解正规方程组（9-4）即可得偏回归系数
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于是得到
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（9-5）式也为
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对于正规方程组（9-4），记


[image: image117.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

m

m

m

m

m

SS

SP

SP

SP

SS

SP

SP

SP

SS

A

  

 

 

     

    

        

   

 

  

   

 

   

2

1

2

2

21

1

12

1

L

M

L

M

M

L

L

，  
[image: image118.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

m

b

b

b

b

M

 

2

1

， 
[image: image119.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

0

20

10

    

m

SP

SP

SP

B

M


    则正规方程组（9-4）可用矩阵形式表示为
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即                             
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其中A为正规方程组的系数矩阵、b为偏回归系数矩阵（列向量）、B
为常数项矩阵（列向量）。

设系数矩阵A的逆矩阵为C矩阵，即
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其中：C矩阵的元素
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关于求系数矩阵A的逆矩阵A-1的方法有多种，如行（或列）的初等变换法等，请参阅线性代数教材，这里就不再赘述。

对于矩阵方程（9-7）求解，有：
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关于偏回归系数
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【例9.1】 猪的瘦肉量是肉用型猪育种中的重要指标，而影响猪瘦肉量的有猪的眼肌面积、胴体长、膘厚等性状。设依变量
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为膘厚（
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）。根据三江猪育种组的54头杂种猪的实测数据资料，经过整理计算，得到如下数据：
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试建立
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对
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的三元线性回归方程
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    将上述有关数据代入（9-5）式，得到关于偏回归系数
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的正规方程组：
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用线性代数有关方法求得系数矩阵的逆矩阵如下：
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根据式（9-8），关于
[image: image159.wmf]1
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的解可表示为：
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即关于b1、b2、b3的解为：
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于是得到关于瘦肉量
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与眼肌面积
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的三元线性回归方程为：
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（三）多元线性回归方程的偏离度   以上根据最小二乘法，即使偏差平方和
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的大小表示了实测点与回归平面的偏离程度，因而偏差平方和又称为离回归平方和。统计学已证明，在m元线性回归分析中，离回归平方和的自由度为（n-m-1）。于是可求得离回归均方为
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离回归标准误
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的大小表示了回归平面与实测点的偏离程度，即回归估计值
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与实测值y偏离的程度，于是我们把离回归标准误
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利用公式
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计算离回归平方和，因为先须计算出各个回归预测值
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，计算量大，下面我们将介绍计算离回归平方和的简便公式。

二、多元线性回归的显著性检验

   （一）多元线性回归关系的显著性检验  在畜禽、水产科学的许多实际问题中，我们事先并不能断定依变量
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之间是否确有线性关系，在根据依变量与多个自变量的实际观测数据建立多元线性回归方程之前，依变量与多个自变量间的线性关系只是一种假设，尽管这种假设常常不是没有根据的，但是在建立了多元线性回归方程之后，还必须对依变量与多个自变量间的线性关系的假设进行显著性检验，也就是进行多元线性回归关系的显著性检验，或者说对多元线性回归方程进行显著性检验。这里应用F检验方法。

与直线回归分析即一元线性回归分析一样，在多元线性回归分析中，依变量
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的总平方和
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依变量
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的总自由度
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也可以剖分为回归自由度
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（9-11）与（9-12）两式称为多元线性回归的平方和与自由度的划分式或剖分式。

在（9-11）式中，
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反映了依变量
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反映了依变量与多个自变量间存在线性关系所引起的变异，或者反映了多个自变量对依变量的综合线性影响所引起的变异；
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反映了除依变量与多个自变量间存在线性关系以外的其他因素包括试验误差所引起的变异。

（9-11）式中各项平方和的计算方法如下：
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（9-12）式中各项自由度的计算方法如下：
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在上述计算方法中，
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为自变量的个数，
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为实际观测数据的组数。

在计算出
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检验多元线性回归关系是否显著或者多元线性回归方程是否显著，就是检验各自变量的总体偏回归系数
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在H0成立条件下，有
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由上述
[image: image220.wmf]F

统计量进行
[image: image221.wmf]F

检验即可推断多元线性回归关系的显著性。

这里特别要说明的是，上述显著性检验实质上是测定各自变量对依变量的综合线性影响的显著性，或者测定依变量与各自变量的综合线性关系的显著性。如果经过
[image: image222.wmf]F

检验，多元线性回归关系或者多元线性回归方程是显著的，则不一定每一个自变量与依变量的线性关系都是显著的，或者说每一个偏回归系数不一定都是显著的，这并不排斥其中存在着与依变量无线性关系的自变量的可能性。在上述多元线性回归关系显著性检验中，无法区别全部自变量中，哪些是对依变量的线性影响是显著的，哪些是不显著的。因此，当多元线性回归关系经显著检验为显著时，还必须逐一对各偏回归系数进行显著性检验，发现和剔除不显著的偏回归关系对应的自变量。另外，多元线性回归关系显著并不排斥有更合理的多元非线性回归方程的存在，这正如直线回归显著并不排斥有更合理的曲线回归方程存在一样。

对于【例9.1】，建立的三元线性回归方程为：


[image: image223.wmf]3

2

1

5545

.

0

0617

.

0

1282

.

0

6552

.

7

ˆ

x

x

x

y

-

+

+

=


现在对三元线性回归关系进行显著性检验。

已计算得：
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并且dfy=n-1=54-1=53

    dfR=m=3

    dfr=n-m-1=54-3-1=50
列出方差分析表，进行
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检验：

表9-1  三元线性回归关系方差分析表

变异来源
SS
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回  归
25.6433
3
8.5478
9.493**

离回归
45.0184
50
0.9004


总变异
70.6617
53



由
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=50查F值表得F0.01(3,50)=4.20, 因为F>F0.01(3,50), P<0.01。表明，猪瘦肉量
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与眼肌面积
[image: image234.wmf]1

x

、胴体长
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之间存在极显著的线性关系，或者眼肌面积
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对瘦肉量
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的综合线性影响是极显著的。

   （二）偏回归系数的显著性检验  当多元线性回归关系经显著性检验为显著或极显著时，还必须对每个偏回归系数进行显著性检验，以判断每个自变量对依变量的线性影响是显著的还是不显著的，以便从回归方程中剔除那些不显著的自变量，重新建立更为简单的多元线性回归方程。偏回归系数
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式中
[image: image247.wmf]ii

m

y

b

c

S

S

i

×

=

×

L

12

为偏回归系数标准误；

    
[image: image248.wmf]r

m

y

MS

m

n

y

y

S

=

-

-

-

S

=

×

1

)

ˆ

(

2

12

L

为离回归标准误；


[image: image249.wmf]ii

c

为C=A-1的主对角线元素。
2、F检验  在多元线性回归分析中，回归平方和SSR反映了所有自变量对依变量的综合线性影响，它总是随着自变量的个数增多而有所增加，但决不会减少。因此，如果在所考虑的所有自变量当中去掉一个自变量时，回归平方和SSR只会减少，不会增加。减少的数值越大，说明该自变量在回归中所起的作用越大，也就是该自变量越重要。

设SSR 为m个自变量
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偏回归平方和可以衡量每个自变量在回归中所起作用的大小，或者说反映了每个自变量对依变量的影响程度的大小。值得注意的是，在一般情况下，
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检验各偏回归系数显著性的F检验法应用下述F统计量：
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可以将上述检验列成方差分析表的形式。

对于【例9.1】，我们已经进行了三元线性回归关系的显著性检验，且结果为极显著的。现在对三个偏回归系数分别进行显著性检验。

t检验法：

首先计算
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然后计算各t统计量的值：
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    由df=n-m-1=50查t值表得
[image: image271.wmf]678

.

2

,

008

.

2

)

50

(

01

.

0

)

50

(

05

.

0

=

=

t

t

。因为
[image: image272.wmf]1

b

t

>
[image: image273.wmf])

50

(

01

.

0

t

、
[image: image274.wmf]2

b

t

<
[image: image275.wmf])

50

(

05

.

0

t

、
[image: image276.wmf]3

b

t

<
[image: image277.wmf])

50

(

05

.

0

t

，所以偏回归系数b1是极显著的，而偏回归系数b2、b3都是不显著的。

F检验法：

    首先计算各个偏回归平方和：
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进而计算各个偏回归均方：
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    最后计算各F的值：
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由df1=1，df2=50查F值表得F0.05（1，50）=4.03, F0.01（1，50）=7.17。因为
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< F0.05（1，50）, 因此偏回归系数b1极显著，而偏回归系数b2、b3均不显著。这与t检验的结论是一致的。

也可以把上述偏回归系数显著性检验的F检验结果列成方差分析表的形式：

表9-2  　偏回归系数显著性检验方差分析表

变异来源
SS
df
MS
F
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 (三)自变量剔除与重新建立多元线性回归方程  当对显著的多元线性回归方程中各个偏回归系数进行显著性检验都为显著时，说明各个自变量对依变量的单纯影响都是显著的。若有一个或几个偏回归系数经显著性检验为不显著时，说明其对应的自变量对依变量的作用或影响不显著，或者说这些自变量在回归方程中是不重要的，此时应该从回归方程中剔除一个不显著的偏回归系数对应的自变量，重新建立多元线性回归方程，再对新的多元线性回归方程或多元线性回归关系以及各个新的偏回归系数进行显著性检验，直至多元线性回归方程显著，并且各个偏回归系数都显著为止。此时的多元线性回归方程即为最优多元线性回归方程（the best multiple linear regression equation）。

1、自变量的剔除  当经显著性检验有几个不显著的偏回归系数时，我们一次只能剔除一个不显著的偏回归系数对应的自变量，被剔除的自变量的偏回归系数，应该是所有不显著的偏回归系数中的F值（或∣t∣值、或偏回归平方和）为最小者。这是因为自变量之间往往存在着相关性，当剔除某一个不显著的自变量之后，其对依变量的影响很大部分可以转加到另外不显著的自变量对依变量的影响上。如果同时剔除两个以上不显著的自变量，那就会比较多地减少回归平方和，从而影响利用回归方程进行估测的可靠程度。

2、重新进行少一个自变量的多元线性回归分析  我们一次剔除一个不显著的偏回归系数对应的自变量，不能简单地理解为只须把被剔除的自变量从多元线性回归方程中去掉就行了，这是因为自变量间往往存在相关性，剔除一个自变量，其余自变量的偏回归系数的数值将发生改变，回归方程的显著性检验、偏回归系数的显著性检验也都须重新进行，也就是说应该重新进行少一个自变量的多元线性回归分析。

设依变量y与自变量
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如果
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为被剔除的自变量，则m-1元线性回归方程为：
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我们可以应用前面介绍过的m元线性回归方程的建立方法根据实际观测数据建立m-1元线性回归方程，但是这需要重新进行大量的计算。下面介绍利用m元线性回归方程与m-1元线性回归方程的对应偏回归系
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的关系以及m元正规方程组系数矩阵逆矩阵C 的元素与m-1元正规方程组系数矩阵逆矩阵
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的元素之间的关系建立m-1元线性回归方程的方法。

设关于m-1元线性回归方程（9-19）中的偏回归系
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的正规方程组系数矩陈的逆矩阵为
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，其各元素为：
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 EMBED Equation.3  [image: image304.wmf]k
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式中
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均为m元正规方程组系数矩阵逆矩阵C的元素。这样我们就非常方便地计算出新的m-1阶逆矩阵
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的各元素，以进行m-1元线性回归方程的偏回归系数
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的显著性检验。

还可以证明，m-1元线性回归方程中的偏回归系数
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与m元线性回归方程中偏回归系数bj之间有如下关系：
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（9-21）式说明了可以利用原来的m 元线性回归方程中的偏回归系数和m元正规方程组系数矩阵的逆矩阵C的元素
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来计算剔除一个自变量之后新的m-1元线性回归方程中的各偏回归系数。

而新的m-1元线性回归方程中常数项
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于是我们利用（9-21）和（9-22）式可以方便地算出新的m-1元线性回归方程中的各个偏回归系数及常数项，这样即建立了剔除一个自变量之后新的m-1元线性回归方程：
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在重新建立m-1元线性回归方程之后，仍然需要对m-1元线性回归关系和偏回归系数
[image: image323.wmf]j
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进行显著性检验，方法同前，但一些统计量需要重新进行计算。对于m-1元线性回归方程（9-19）：

回归平方和
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回归自由度
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离回归平方和
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对偏回归系数
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进行显著性检验时：
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而新的偏回归平方和为：
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上式中的MSr仍为新的离回归均方。

重复上述步骤，直至回归方程显著以及各偏回归系数都显著为止，即建立了最优多元线性回归方程。

对于【例9.1】，建立的三元线性回归方程为
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经显著性检验，回归方程极显著，偏回归系数b1极显著，而b2、b3都是不显著的。因为
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的二元线性回归方程：
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    根据（9-21）式：
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    而
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由（9-22）式计算：
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    于是重新建立的二元线性回归方程为：
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现在对二元线性回归方程或者二元线性回归关系进行显著性检验。 

已计算得：
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列出方差分析表，进行F检验：

表9-3  二元线性回归关系方差分析表

变异来源
SS
df
MS
F

回  归
    23.3667
2
11.6834
12.598**

离回归
    47.2950
51
0.9274


总变异
    70.6617
53



由
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应用线性内插法求临界F值,得F0.01（2,51）=5.05, 因为F>F0.01(2,51), P<0.01, 表明二元线性回归关系或二元线性回归方程是极显著的。

下面对偏回归系数
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进行显著性检验，这里应用F检验法：

首先应用（9-20）式
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计算关于
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的正规方程组系数矩阵的逆矩阵
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的主对角线上的各元素，这里i=2，j、k=1、3。
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下面计算偏回归平方和：
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列出方差分析表，进行F检验：

表9-4  偏回归系数显著性检验方差分析表
变异来源
SS
df
MS
F
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离  回  归
    47.2950
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0.9274


由
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应用线性内插法求临界F值,得F0.01(1,51)=7.16, 因为
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,表明二元线性回归方程的偏回归系数
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和
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都是极显著的,或者说明眼肌面积
[image: image366.wmf]1

x

、膘厚
[image: image367.wmf]3
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分别对瘦肉量y的线性影响都是极显著的。

于是我们得到【例9.1】的最优二元线性回归方程为：
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回归方程表明：猪的瘦肉量与眼肌面积、膘厚有着极显著的线性回归关系。当膘厚性状保持不变时，眼肌面积性状每增加1cm2，瘦肉量平均增加0.1297kg；而当眼肌面积性状保持不变时，膘厚性状每增加1cm，瘦肉量平均减少0.7544kg。

该回归方程的离回归标准误为：
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（四）自变量主次的判断  在实际应用中，我们经常需要对最优多元线性回归方程中的自变量进行主次判断，以便抓住主要矛盾，更好地解决实际问题。

    1、标准偏回归系数（standard partial regression coefficient）的比较
定义
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为第i个自变量
[image: image371.wmf]i

x

的标准偏回归系数。式中：
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为第
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个自变量
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x

的样本标准差，Sy为依变量y的样本标准差。

标准偏回归系数为不带单位的相对数，其绝对值的大小可以衡量对应的自变量对依变量作用的相对重要性。标准偏回归系数又称“通径系数”，其应用请参阅本章第五节。

在多元线性回归分析中，在各自变量之间无显著相关的情况下，可以比较各标准偏回归系数绝对值的大小，大者，其对应的自变量对依变量的作用是主要的。

2、偏回归平方和的比较  在多元线性回归分析中，当自变量间存在着显著相关时，或者当无法判断各自变量间的相关性时，应比较各自变量的偏回归平方和
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（i=1、2、…、m）的大小来判断各自变量对依变量影响的主次，凡是偏回归平方和大的自变量，其对依变量的作用一定是主要的。

对于【例9.1】建立的最优二元线性回归方程：
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已算得
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，所以在上述二元线性回归方程中，自变量
[image: image380.wmf]1

x

（眼肌面积）对依变量
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（瘦肉量）的影响是主要的。

*第二节  复相关分析

一、复相关的概念及意义

研究一个变量与多个变量的线性相关称为复相关分析（analysis of multiple correlation）。从相关分析角度来说，复相关中的变量没有依变量与自变量之分，但是在实际应用中，复相关分析经常与多元线性回归分析联系在一起，因此，复相关分析一般指依变量y与m个自变量x1、 x2、…、xm的线性相关。

在多元线性回归分析中，如果m个自变量对依变量的回归平方和SSR占依变量y的总平方和SSy的比率越大，则表明依变量y和m个自变量的线性联系越密切，或者表明依变量y与m个自变量的线性相关越密切，因此定义：
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为y与x1、 x2、…、xm的复相关指数，简称相关指数（correlation index）。

相关指数R2表示多元线性回归方程的拟合度，或者说表示用多元线回归方程进行预测的可靠程度。显然，
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为依变量
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与
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个自变量x1、 x2、…、xm 的复相关系数（multiple  correlation coefficient）。

复相关系数表示
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与x1、 x2、…、xm的线性关系的密切程度，由于
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包含了x1 、x2、…、xm的综合线性影响，因此，y与x1 、x2、…、xm的复相关系数也就相当于y与
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的简单相关系数，即
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复相关系数的取值范围为：
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。在自由度一定时，R愈近于1，复相关愈密切；愈近于0，愈不密切。

二、复相关系数的显著性检验

复相关系数的显著性检验也就是对y与x1、 x2、…、xm的线性关系的显著性检验，因此，复相关系数的显著性检验与相应的多元线性回归关系的显著性检验或多元线性回归方程的显著性检验是完全等价的。复相关系数R的显著性检验有两种方法——F检验法与查表法。

   （一）F检验法  设
[image: image392.wmf]r

为y与x1 、x2、…、xm的总体复相关系数，F检验的无效假设与备择假设为：
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    由下述F统计量检验R的显著性：
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注意：因为
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说明利用（9-27）式计算的FR值实际上就是多元线性回归关系显著性检验——F检验计算的F值，也就是说复相关系数的显著性检验与多元线性回归关系的显著性检验是完全等价的。
  （二）查表法  对于（9－27）式，由于在
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 EMBED Equation.3  [image: image400.wmf]2

1

df

df

、

　一定时，给定显著水平
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的F值一定，因此，可计算出相应于显著水平
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时的临界R值：
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并将其列成表。因此复相关系数显著性检验可用简便的查表法进行。

由
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和变量的总个数M=m+1查附表8《r和R的显著数值表》得临界R值：
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对于【例9.1】,依变量
[image: image412.wmf]y

（瘦肉量）与自变量
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（胴体长）、
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（膘厚）的复相关系数
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 EMBED Equation.3  [image: image417.wmf]6024
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，（F0.01（3，50）=4.20）

表明R极显著。注意，这里的FR值与三元线性回归关系显著性检验的F值是相同的。                

     若用查表法，则由
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与M=m+1=3+1=4查附表8得R0.01（50，4）=0.449，因为R>R0.01（50，4），P<0.01,故R为极显著。     

显著性检验结果表明，猪的瘦肉量与眼肌面积、胴体长、膘厚间存在极显著的复相关。

由于篇幅的限制，附表8仅列出了M=3，4，5的临界R值。若M>5，则采用F检验或根据多元线性回归关系显著性检验的结果来推断复相关系数的显著性。

*第三节  偏相关分析

多个相关变量间的关系是较为复杂的，任何两个变量间常常存在不同程度的简单相关关系，但是这种相关关系又包含有其他变量的影响。因此简单相关分析即直线相关分析没有考虑其他变量对这两个变量的影响，简单相关分析实际上并不能真实反映两个相关变量间的相关关系。而只有消除了其他变量的影响之后，研究两个变量间的相关性，才能真实地反映这两个变量间相关的性质与密切程度。偏相关分析就是固定其他变量不变而研究某两个变量间相关性的统计分析方法。

一、偏相关系数的意义与计算

（一）偏相关系数的意义  在多个相关变量中，其他变量保持固定不变，所研究的两个变量间的线性相关称为偏相关（partial correlation）。

用来表示两个相关变量偏相关的性质与程度的统计量叫偏相关系数（partial correlation coefficient）。
根据被固定的变量个数可将偏相关系数分级，偏相关系数的级数等于被固定的变量的个数。

当研究2个相关变量x1、x2的关系时，用直线相关系数r12表示x1与x2线性相关的性质与程度。此时固定的变量个数为0，所以直线相关系数r12又叫做零级偏相关系数。

当研究3个相关变量x1、x2、x3的相关时，我们把x3保持固定不变，x1与x2的相关系数称为x1与x2的偏相关系数，记为r12.3，类似地，还有偏相关系数r13.2、 r23.1。这3个偏相关系数固定的变量个数为1，所以都叫做一级偏相关系数。

当研究4个相关变量x1、x2、x3、x4的相关时，须将其中的2个变量固定不变，研究另外两个变量间的相关。即此时只有二级偏相关系数才真实地反映两个相关变量间线性相关的性质与程度。二级偏相关系数共有
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一般，当研究m个相关变量x1、x2、、、…、xm的相关时，只有将其中的m-2个变量保持固定不变，研究另外两个变量的相关才能真实地反映这两个相关变量间的相关，即此时只有m-2级偏相关系数才真实地反映了这两个相关变量间线性相关的性质与程度。m-2级偏相关系数共有
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（二）偏相关系数的计算
1、一级偏相关系数的计算  设三个相关变量
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    一级偏相关系数可由零级偏相关系数即直线相关系数计算，计算公式为：
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2、二级偏相关系数的计算  设四个相关变量
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二级偏相关系数可由一级偏相关系数计算，计算公式为：
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3、m-2级偏相关系数的计算  设m个相关变量
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m-2级偏相关系数的计算方法如下：

首先计算简单相关系数即直线相关系数
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其中： 
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，并由简单相关系数rij组成相关系数矩阵
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然后求相关系数矩阵
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的逆矩阵
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则相关变量
[image: image499.wmf]j

i

x

x

与

的
[image: image500.wmf]m

-2级偏相关系数
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[image: image502.wmf]  

          

          

)

;

2

1

,

(

          

.

j

i

m

j

i

c

c

c

r

jj

ii

ij

ij

¹

=

-

=

、

、

、

L

  （9-33）

二、偏相关系数的显著性检验

（一）t检验法  设相关变量
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进行显著性检验的无效假设与备择假设为：    
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（9-34）式中，
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为偏相关系数标准误，
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；n为观测数据组数，m为相关变量总个数。

注意，m个相关变量的偏相关分析中的m指相关变量的总个数；m元线性回归分析中的m指自变量的个数；这两种分析方法中的m所表达的意义是不同的。

（二）查表法   由
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及变量个数2查附表8《r和R显著数值表》得r0.05(n-m,2)，r0.01(n-m,2)。将偏相关系数的绝对值
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 r0.05(n-m,2)、r0.01(n-m,2)进行比较，即可作出统计推断。

【例9.2】  对【例9.1】资料进行偏相关分析。注意，此时相关变量总个数m=4。
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    相关系数矩阵R为：
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    然后求得相关系数矩阵
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    因为我们需要研究的是瘦肉量（y）与眼肌面积（x1）、胴体长（x2）、膘厚（x3）的二级偏相关系数，由（9-33）式可以算得：


[image: image525.wmf]4850

.

0

312941

.

1

569564

.

1

)

696166

.

0

(

11

00

01

23

.

01

=

´

-

-

=

-

=

c

c

c

r



[image: image526.wmf]2195

.

0

308967

.

1

569564

.

1

)

314690

.

0

(

22

00

02

13

.

02

=

´

-

-

=

-

=

c

c

c

r



[image: image527.wmf]2661

.

0

341733

.

1

569564

.

1

386094

.

0

33

00

03

12

.

03

-

=

´

-

=

-

=

c

c

c

r


现在对上述三个二级偏相关系数进行t检验：
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如用查表法对上述三个二级偏相关系数进行显著性检验，则由
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显著性检验结果表明，瘦肉量（y）与眼肌面积（x1）呈极显著的正的偏相关，而瘦肉量（y）与胴体长（x2）、膘厚（x3）的偏相关均为不显著。

从以上分析中，我们看到简单相关系数
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*第四节  多项式回归

1、 多项式回归概念

研究一个依变量与一个或多个自变量间多项式的回归分析方法，称为多项式回归（polynomial regression）。如果自变量只有一个时，称为一元多项式回归；如果自变量有多个时，称为多元多项式回归。

一元m次多项式回归方程为：
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二元二次多项式回归方程为：
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在一元回归分析中，如果依变量
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与自变量
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的关系为非线性的，但是又找不到适当的函数曲线来拟合，则可以采用一元多项式回归。多项式回归的最大优点就是可以通过增加x的高次项对实测点进行逼近，直至满意为止。事实上，多项式回归可以处理相当一类非线性问题，它在回归分析中占有重要的地位，因为任一函数都可以分段用多项式来逼近。因此，在通常的实际问题中，不论依变量与其他自变量的关系如何，我们总可以用多项式回归来进行分析。

2、 多项式回归分析的一般方法

多项式回归问题可以通过变量转换化为多元线性回归问题来解决。

对于一元m次多项式回归方程（9-35），令
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，则（9-35）就转化为m 元线性回归方程
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因此用本章第一节的方法就可解决多项式回归问题。需要指出的是，在多项式回归分析中，检验回归系数bi是否显著，实质上就是判断自变量x的i次方项xi对依变量y的影响是否显著。

对于二元二次多项式回归方程（9-36），令
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但随着自变量个数的增加,多元多项式回归分析的计算量急剧增加。多元多项式回归属于多元非线性回归问题，在这里不作介绍。

在多项式回归中较为常用的是一元二次多项式回归和一元三次多项式回归，下面结合一实例对一元二次多项式回归作详细介绍。

3、 一元二次多项式回归分析

【例9.3】 给动物口服某种药物A 1000mg，每间隔1小时测定血药浓度（g/ml），得到表9-5的数据（血药浓度为5头供试动物的平均值）。试建立血药浓度（依变量y）对服药时间（自变量x）的回归方程。

表9-5  血药浓度与服药时间测定结果表
服药时间x（小时）
1
2
3
4
5
6
7
8
9

血药浓度y(g/ml)
21.89
47.13
61.86
70.78
72.81
66.36
50.34
25.31
3.17
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（一）根据表9-5的数据资料绘制x与y的散点

图 (见图9-1)。由散点图我们看到：血药浓度最大值

出现在服药后5小时，在5小时之前血药浓度随时间

的增加而增加，在5小时之后随着时间的增加而减少，

散点图呈抛物线形状，因此我们可以选用一元二次多

项式来描述血药浓度与服药时间的关系，即进行一元

二次多项式回归或抛物线回归。

   （二）进行变量转换  设一元二次多项式回归

方程为：                     
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    （三）进行二元线性回归分析  先计算得：
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再计算得：
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于是得到关于
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求出上述正规方程组系数矩阵的逆矩阵为：
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关于
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即：
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于是得到二元线性回归方程为：
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现在对二元线性回归方程或二元线性回归关系进行显著性检验。
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列出方差分析表，进行F检验。

表9-6  二元线性回归关系方差分析表

变异来源
SS
df
MS
F

回  归
4830.9162
2
2415.4581
511.750**

离回归
    28.3202
6
   4.7200


总变异
  4859.2364
8



由
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偏回归系数
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的显著检验，应用F检验法：
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 EMBED Equation.3  
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都是极显著的。

（四）建立一元二次多项式回归方程  将
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一元二次多项式回归方程为：
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（五）计算相关指数R2    因为
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表明y对x的一元二次多项式回归方程的拟合度是比较高的，或者说该回归方程估测的可靠程度是比较高的。

*第五节  通径分析

在研究多个相关变量间的线性关系时，除了可以采用多元线性回归分析和偏相关分析，还可以采用通径分析（path analysis）。由S·Wright(1921)提出，并经遗传育种工作者不断完善和改进的通径分析，在研究多个相关变量间关系中具有精确、直观等优点，在遗传育种工作中广泛应用于研究遗传相关、近交系数、亲缘系数、遗传力，确定综合选择指数、复合育种值，剖分性状间的相关系数为直接作用与间接作用的代数和等等。

一、通径系数（path coefficient）与决定系数

（一）通径、相关线与通径图  为直观起见，先讨论一个依变量、两个自变量的情况。

设三个相关变量
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为自变量（原因）且彼此相关，回归方程为：
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其中
[image: image613.wmf]e

为剩余项。

可用图9-2来表示三个相关变量间的关系。
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在图9-2中，单箭头线“      ”

表示变量间存在着因果关系，方向为

由原因到结果，称为通径（path），也

称为直接通径。双箭头线“       ”

表示变量间存在着平行关系（互为因

果），称为相关线（correlation line），

一条相关线相当于两条尾端相联的通

径。将包含两条或两条以上通径、也               图9-2  自变量
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可以包含一条相关线的链称为间接通                      依变量
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的通径图

径。如图9-2中，
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或直接通径， 
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为间接通径。这种用来表示相关变量间因果关系与平行关系的箭形图称为通径图（path chart）。

（二）通径系数  通径图直观、形象地表达了相关变量间的关系，仅定性地表达还不够，还须进一步用数量表示因果关系中原因对结果影响的相对重要程度与性质、平行关系中变量间相关的相对重要程度与性质，也就是必须用数量表示“通径”与“相关线”的相对重要程度与性质。

    表示“通径”相对重要程度与性质的数量叫通径系数。表示“相关线”相对重要程度与性质的数量叫相关系数。

相关系数已在第八章进行了详细介绍。下面介绍通径系数的数学表达式。

设依变量
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其中
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将上述两式等号左右两端相减得
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再将（9-40）式两端同除以
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式中:
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或                      
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当自变量两两相关时，其通径图如图9-3所示。则原因
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图9-3  自变量
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与依变量
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的通径图

（三）决定系数   通径系数的平方称为决定系数（determination coefficient）。决定系数表示原因（自变量）或误差对结果（依变量）的相对决定程度。
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的决定系数分别记为
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对于
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，原因
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二、通径系数的性质

可以证明通径系数有如下四个重要性质。
性质1   如果相关变量
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、
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通径图如图9-2所示。则：
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对于（9-45）式可以进行如下通径分析：由
[image: image714.wmf]1
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对于（9-44）与（9-45）式，可以改写为：
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（9-46）式为关于通径系数
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如果相关系数
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其中，
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（9-48）式说明，
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对于（9-48）式写成关于各通径系数
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    （9-49）式的矩阵形式为：
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    如果相关系数
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已经算出，那么可以由（9-49）式或（9-50）式求通径系数
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性质1有两个主要用途：一是利用相关系数求通径系数；二是将原因（自变量）与结果（依变量）的相关系数剖分为直接通径系数与间接通径系数的代数和，从而进行原因对结果的直接作用、间接作用的分析。

性质2  如果依变量
[image: image803.wmf]y

与自变量
[image: image804.wmf]1

x

、
[image: image805.wmf]2

x

存在线性关系，且
[image: image806.wmf]1

x

、
[image: image807.wmf]2

x

彼此相关（见图9-2），则原因
[image: image808.wmf]1

x

、
[image: image809.wmf]2

x

与剩余项
[image: image810.wmf]e

对结果
[image: image811.wmf]y

的决定系数
[image: image812.wmf]1

.

0

d

、
[image: image813.wmf]2

.

0

d

、
[image: image814.wmf]e

d

.

0

与
[image: image815.wmf]1

x

到
[image: image816.wmf]y

的通径系数
[image: image817.wmf]1

.

0

p

、
[image: image818.wmf]2

x

到
[image: image819.wmf]y

的通径系数
[image: image820.wmf]2

.

0

p

同
[image: image821.wmf]1

x

、
[image: image822.wmf]2

x

间的相关系数
[image: image823.wmf]12

r

乘积的两倍之和为1，即：


[image: image824.wmf]1

2

2

.

0

12

1

.

0

.

0

2

.

0

1

.

0

=

+

+

+

p

r

p

d

d

d

e

                （9-51）

在（9-51）式中，
[image: image825.wmf]2

.

0

12

1

.

0

2

p

r

p

表示两个相关原因
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因此，（9-51）式可以改写为：
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即当一个结果的两个原因相关时，两个原因对结果的决定系数加上相关原因共同对结果的决定系数与剩余项对结果的决定系数之和等于1。

根据（9-52）式，可以计算出剩余项对结果的决定系数
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一般，如果依变量
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存在线性关系，且自变量两两相关（见图9-3），则原因
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根据（9-55）式，可以计算出剩余项对结果的决定系数
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根据（9-56）式的计算结果，如果
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 的绝对值较大，说明可能还有对结果影响较大的原因未被考虑到，这在通径分析时应予以注意。

性质2的主要用途是利用各决定系数绝对值的大小来分析各个原因及两两相关原因对结果的相对决定程度，这是通径分析中进行决定程度分析的依据。同时性质2也为计算
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性质3  如果依变量
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简写为：                  
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（9-58）、（9-59）、（9-60）、（9-61）式中R2为依变量
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与自变量
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的相关指数，也为标准化变量的回归平方和；（9-60）、（9-61）式中的的d0.e为标准化变量的离回归平方和。

（9-58）式中的
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分别对结果y的总决定程度，这是因为根据（9-48）式及两相关原因共同对结果的决定系数的计算公式，可以导出如下结果：
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根据（9-58）式，将
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对回归方程估测可靠程度
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性质3的主要用途为在通径分析中进行各原因对回归方程估测可靠程度
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性质4   如果结果
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图 9-4  x1、x2、…、xm与y1和y2的通径图     图 9-5  x1、x2与y1、y2的通径图

性质4是通径分析中最重要的性质，利用它，可以计算任意两个结果间的相关系数。性质4在动物遗传育种的理论研究上有着十分重要的应用。

例如，结果
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三、通径分析的显著性检验

  通径分析是标准化变量的多元线性回归分析。通径分析的显著性检验包括回归方程显著性检验、通径系数显著性检验、通径系数差异显著性检验、两次通径分析相应通径系数差异显著性检验四个内容。后两种检验在一般的多元线性回归分析中通常无法进行，因为偏回归系数所带的单位通常不相同，后两种检验只能在通径分析中进行，这是通径分析的优点之一。
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[image: image910.wmf]y

与
[image: image911.wmf]1

x

、
[image: image912.wmf]m

x

x

、

、

L

2

共有n组实际观测数据。则
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元线性回归方程为：
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现对
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分别进行标准化变换：
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注意，为了进行显著性检验简便易行，这里我们用
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作分母进行标准化变换有所不同。两种标准化变换所得的通径系数，即标准化回归变量的偏回归系数数值相同。

标准化变量的m元线性回归方程为：
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（9-65）式中，
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为标准化变量的偏回归系数即通径系数。
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（9-66）式也为标准化变量的m元线性回归方程。关于通径系数
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（一）回归方程显著性检验  由于进行通径分析的前提是
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与
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间存在显著的线性关系，因此需要对回归方程即式（9-66）进行显著性检验。如果经显著性检验，回归方程不显著，则不必继续进行通径分析。

采用F检验法检验回归方程的显著性。对于标准化变量的回归方程（9-66）式，总平方和
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[image: image935.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image936.wmf]R
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总自由度
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可剖分为回归自由度
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可以证明在这里所进行的标准化变化下：
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或             
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检验回归方程（9-66）是否显著。

（二）通径系数的显著性检验

1、F检验  由统计量
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检验通径系数
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是否显著。其中
[image: image955.wmf]ii
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为相关系数矩阵R的逆矩阵R-1=C中主对角线上的元素。

    2、t检验  由统计量                    
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检验通径系数
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注意，这里介绍的F检验与t检验等价，在实际进行通径系数显著性检验时，只须任选其一。

（三）通径系数差异显著性检验  由于通径系数为不带单位的相对数，因此可以进行一次通径分析中的两个通径系数差异显著性检验。

    1、F检验
 由统计量
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检验通径系数
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检验通径系数
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注意，这里介绍的F检验与t检验也是等价的。
（四）两次通径分析相应通径系数差异显著性检验  设两次通径分析有关数据与结果如下：


自变量

个  数
观测值

组  数
通  径

系  数
离回归

平方和
离回归

均  方
高斯

乘数

第一次通径分析
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第二次通径分析
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首先进行两次通径分析剩余项方差齐性检验，这里应用两尾F检验。由统计量
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检验
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差异是否显著。注意在式（9-77）中，应将较大的均方放在分子。

    如果
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差异不显著，那么再用F检验或与其等价的t检验进行两次通径分析相应通径系数差异显著性检验。

  1、F检验  由统计量
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检验两次通径分析相应通径系数
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2、t检验  由统计量
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检验两次通径分析相应通径系数
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差异是否显著。其中          为两次通径分析的通径系数差异标准误，其计算公式为：
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四、实  例

    现结合一实例介绍通径分析的基本步骤。

【例9.4】 奶牛第一胎产奶量是奶牛的重要育种目标，由于奶牛的一个产奶周期较长（305天），如果能从奶牛的初期性状中找到影响奶牛305天产奶量的主要因素，这对保证早期选种的准确性，加速奶牛的育种工作有其重要意义。某奶牛场观察记载了273头黑白花奶牛的一胎305天产奶量（
[image: image996.wmf]y

），最高日产天数（
[image: image997.wmf]1

x

），最高月产（
[image: image998.wmf]2

x

），90天产奶量（
[image: image999.wmf]3

x

），最高日产（
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（一）计算性状间的相关系数  由273组实测数据（略）计算得性状间相关系数并进行显著性检验，如表9-7所示。
表9-7  5个性状间的相关系数


最高月产


[image: image1001.wmf]2

x


90天产奶量


[image: image1002.wmf]3

x


最高日产


[image: image1003.wmf]4

x


一胎305天产奶量


[image: image1004.wmf]y



最高日产天数
[image: image1005.wmf]1

x


0.1320*
0.0903
0.0864
0.2026**

最高月产
[image: image1006.wmf]2

x



0.9573**
0.9274**
0.7644**

90天产奶量
[image: image1007.wmf]3

x




0.9239**
0.7981**

最高日产
[image: image1008.wmf]4

x





0.7561**


[image: image1009.wmf]158

.

0

r

        

120

.

0

0.01(271)

)

271

(

05

.

0

=

=

r


（二）计算各通径系数  关于通径系数
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写成矩阵形式，为：
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求得正规方程组系数矩阵即相关系数矩阵R的逆矩阵
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于是求得各通径系数为：


[image: image1019.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

-

-

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

1719

.

0

7791

.

0

1590

.

0

1384

.

0

7561

.

0

7981

.

0

7644

.

0

2026

.

0

0710

.

8

4124

.

3

2407

.

4

1706

.

0

4124

.

3

5934

.

13

8975

.

9

3738

.

0

2407

.

4

8975

.

9

4930

.

14

6530

.

0

1706

.

0

3738

.

0

6530

.

0

0377

.

1

4

.

0

3

.

0

2

.

0

1

.

0

P

P

P

P
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（三）显著性检验

1、线性关系显著性检验——F检验

因为
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因为F=130.0417>F0.01(4,268)=3.389,P<0.01,表明一胎305天产奶量y与最高日产天数
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2、 通径系数显著性检验  选用F检验，根据（9-71）式，分别计算检验通径系数
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   3、通径系数差异显著性检验  选用t检验法检验4个通径系数两两之间的差异显著性。先根据（9—76）式分别算得各通径系数差异标准误如下：
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（四）绘制通径图（见图9-6）                           图9-6  通径图

（五）进行原因对结果的直接作用与间接作用分析  根据性质1，可以将自变量（原因）
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的相关系数剖分为直接作用与间接作用的代数和，结果见表9—8。

表9-8  直接作用与间接作用分析
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（六）进行决定程度分析  各决定系数为:
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按绝对值大小将决定系数进行排列:
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结果表明，
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对
[image: image1137.wmf]y

的相对决定程度最大；其次是剩余项，可能是观测值误差较大或者可能还有对一胎305天产奶量影响较大的性状或因素未考虑到。

（七）进行各自变量对回归方程估测可靠程度R2总贡献分析

先计算各
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,说明自变量
[image: image1144.wmf]3
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对R2的总贡献为0.6218，居各自变量对R2总贡献之首。

由上述分析，可以得出如下结论：

（1）一胎305天产奶量
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与最高日产天数
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、最高月产
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、90天产奶量
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、最高日产
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间存在极显著的线性关系，相关指数
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间的线性回归方程来估测
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，其可靠程度仅为65.83%；而剩余项对一胎305天产奶量
[image: image1157.wmf]y

的相对决定程度为0.3417，其绝对值在各决定系数中居第二，表明可能是观测值误差较大或者可能还有对一胎305天产奶量影响较大的性状或因素未被考虑到。

（2）
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、
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、
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对
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的直接作用分别为：
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，表明，4个性状中最高日产天数
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和90天产奶量
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对一胎305天产奶量y有极显著影响，而90天产奶量
[image: image1177.wmf]3

x

又极显著地高于其它3个性状对一胎305天产奶量y的影响，由此说明90天产奶量是影响一胎305天产奶量的最重要的早期性状。

（3）从表9-8看到，
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对
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的直接作用最大，
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对
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的间接作用之和为0.0191，其绝对值较小。
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也具有类似的特性。表明
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的作用主要为直接作用，而
[image: image1190.wmf]2

x

、
[image: image1191.wmf]4

x

对
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的作用主要为间接作用。

（4）90天产奶量
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与最高日产
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共同对一胎305天产奶量
[image: image1195.wmf]y

的相对决定程度为0.2475，其绝对值在各决定系数中居第三；且
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的总贡献中居第二，说明在注意90天产奶量
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的同时，还应注意最高日产
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这一早期产奶性状，若二者皆高，则一胎305天产奶量很可能也是高的，由于
[image: image1200.wmf]*

*

9239

.

0

34

=

r

，
[image: image1201.wmf]3

x

与
[image: image1202.wmf]4

x

为极显著正相关，两个性状同步增减，易于实现两个性状都高。

（5）90天产奶量
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x

与最高月产
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共同对一胎305天产奶量y的相对决定程度为

-0.2372，之所以是负的，是因为
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为极显著正相关，
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高（这是我们所希望的），一般说来
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也高（这是我们所不希望的）。所以当注意了90天产奶量
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这一性状后，还应尽量兼顾最高月产
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x

不要太高，否则会影响一胎305天产奶量。

因此，为了选取一胎305天产奶量高的奶牛，就所考虑的4个早期性状而言，应选取90天产奶量高、最高日产量高而最高月产奶量适中的奶牛；此外，还应进一步寻找对奶牛一胎305天产奶量影响较大的另外的性状或因素。

习     题

   1.如何建立多元线性回归方程？偏回归系数有何意义？

2．多元线性回归的显著性检验包含哪些内容？如何进行？

3．在多元线性回归分析中，如何剔除不显著的自变量？怎样重新建立多元线性回归方程？

4．什么是相关系数？其意义是什么？

5．什么是复相关系数？其意义是什么？如何进行显著性检验？

6．什么是偏相关系数？偏相关分析与简单相关分析有何区别？

7. 如何将多项式回归转化为多元线性回归？

8．什么是通径系数？怎样计算和检验通径系数？通径分析的基本步骤有哪些？

9．根据下述某猪场25头育肥猪4个胴体性状的数据资料，试进行瘦肉量y对眼肌面积（x1）、腿肉量(x2)、腰肉量(x3)的多元线性回归分析。

序

号
瘦肉量

y(kg)
眼肌面积
x1(cm2)
腿肉量
x2(kg)
腰肉量
x3(kg)
序

号
瘦肉量y(kg)
眼肌面积x1(cm2)
腿肉量x2(kg)
腰肉量x3(kg)

1
15.02
23.73
5.49
1.21
14
15.94
23.52
5.18
1.98

2
12.62
22.34
4.32
1.35
15
14.33
21.86
4.86
1.59

3
14.86
28.84
5.04
1.92
16
15.11
28.95
5.18
1.37

4
13.98
27.67
4.72
1.49
17
13.81
24.53
4.88
1.39

5
15.91
20.83
5.35
1.56
18
15.58
27.65
5.02
1.66

6
12.47
22.27
4.27
1.50
19
15.85
27.29
5.55
1.70

7
15.80
27.57
5.25
1.85
20
15.28
29.07
5.26
1.82

8
14.32
28.01
4.62
1.51
21
16.40
32.47
5.18
1.75

9
13.76
24.79
4.42
1.46
22
15.02
29.65
5.08
1.70

10
15.18
28.96
5.30
1.66
23
15.73
22.11
4.90
1.81

11
14.20
25.77
4.87
1.64
24
14.75
22.43
4.65
1.82

12
17.07
23.17
5.80
1.90
25
14.37
20.44
5.10
1.55

13
15.40
28.57
5.22
1.66
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    10.对本章习题9所给数据资料,分别计算y与
[image: image1216.wmf]1
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、
[image: image1217.wmf]2
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、
[image: image1218.wmf]3

x

的二级偏相关系数并进行显著性检验。
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11.根据重庆市种畜场奶牛群各月份产犊母牛平均305天产奶量的数据资料，试进行一元二次多项式回归分析。

平均产奶量y（kg）
3833.43
3811.58
3769.47
3565.74
3481.99
3372.82

产犊月份x
1
2
3
4
5
6

平均产奶量y（kg）
3476.76
3466.22
3395.42
3807.08
3817.03
3884.52

产犊月份x
7
8
9
10
11
12

(
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12．根据【例9.1】所给数据资料，试进行瘦肉量y与眼肌面积（
[image: image1221.wmf]1

x

）、胴体长（
[image: image1222.wmf]2

x

）、膘厚（
[image: image1223.wmf]3

x

）四个性状的通径分析。
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图9-1  表9-5资料的散点图
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